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Abstract
Se presenta una investigacio´n que explora el tipo de modelo que los futuros profesores de educacio´n
primaria y secundaria desarrollan cuando trabajan en situaciones de medida. La muestra empleada estuvo
compuesta por un total de 12 alumnos de ma´ster de formacio´n de profesorado y 13 estudiantes del grado
en educacio´n primaria, que resolvieron en grupos una tarea disen˜ada espec´ıficamente para trabajar la
medida a trave´s de la modelizacio´n. El ana´lisis de los modelos producidos por los futuros profesores revelo´
gran riqueza de ideas y evidencio´ limitaciones al uso de fo´rmulas para el ca´lculo y estimacio´n de a´reas.
Los resultados tambie´n indican relacio´n entre la cercan´ıa del modelo con la situacio´n en contexto y la
tendencia de los participantes a validarlo, as´ı como la importancia del formato de la tarea empleada sobre
los modelos producidos.
This study explores those skills associated with modeling that preservice primary and secondary teachers
develop when working with measure. The sample was made up of a total of 12 master’s degree students
and 13 primary school teacher students, who worked in groups to solve a task, which was specifically
designed to develop skills associated with measure through modeling. The analysis of the models produced
by the prospective teachers revealed a great wealth of ideas and evidence of the dependence on formulae for
the calculation and estimation of areas. Results also indicate relationship between the model’s closeness
to the real situation and the tendency of participants to validate it, as well as the importance of the layout
of the task on the produced models.
Palabras clave: Formacio´n de profesorado, Modelizacio´n matema´tica, Ana´lisis de modelos, Medida.
Keywords: Teachers Training, Mathematical Modelling, Analysis of Models, Measurement.
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¿Co´mo modelizan los futuros profesores en situaciones de a´rea y per´ımetro?
J. Montejo-Ga´mez, E. Ferna´ndez-Ahumada, N. Adamuz-Povedano
1. Introduccio´n
A lo largo de los u´ltimos an˜os, el planteamiento de las pol´ıticas educativas a nivel inter-
nacional as´ı como los curr´ıculos escolares vienen haciendo hincapie´ en el papel esencial de la
competencia matema´tica de los ciudadanos como una caracter´ıstica indispensable para parti-
cipar en la sociedad actual de forma productiva (Comisio´n Europea/EACEA/Eurydice, 2012;
NCTM, 2000; OCDE, 2013). Esta importancia del conocimiento matema´tico u´til tambie´n se ve
reflejada en nuestra experiencia diaria de forma cada vez ma´s patente, en un contexto social que
exige el pensamiento cr´ıtico de los individuos y su participacio´n en la resolucio´n de problemas
en diferentes a´mbitos de la vida cotidiana.
El debate educativo sobre co´mo debe abordarse el desarrollo de esta competencia matema´ti-
ca en las ensen˜anzas formales es extenso y avanza con lentitud (Venkat y Winter, 2015). No
obstante, la investigacio´n en educacio´n matema´tica, al igual que diversas instituciones a ni-
vel internacional esta´n promoviendo enfoques educativos basados en un denominador comu´n:
un modelo de aprendizaje que promueve la aplicacio´n del conocimiento matema´tico a la vi-
da diaria (De Lange, 2003). Estos son los casos, por ejemplo, de la perspectiva STEM (del
ingle´s Science, Technology, Engineering and Mathematics), que propone el desarrollo de las
competencias asociadas a las diferentes disciplinas cient´ıfico-te´cnicas desde un enfoque inte-
grado (ve´ase Comisio´n Europea/EACEA/Eurydice, 2012) o la Educacio´n Matema´tica Realista
(Van den Heuvel-Panhuizen, y Drijvers, 2014), que defiende que el aprendizaje matema´tico es
inseparable de la situacio´n real en la que es aplicable y por tanto, solo se aprende matema´ti-
cas trabaja´ndolas directamente en dicho contexto. Estos dos casos ilustran co´mo la comunidad
educativa concibe hoy en d´ıa la educacio´n matema´tica asociada a dos destrezas matema´ticas
transversales a los contenidos. En primer lugar, el establecimiento de conexiones no solo entre
los diferentes conceptos matema´ticos (NCTM, 2000) sino, sobre todo, entre conocimientos ma-
tema´ticos y extramatema´ticos. En segundo lugar, la resolucio´n de problemas vinculados a estos
conocimientos, para los que las matema´ticas son una herramienta u´til que permite describir y
predecir feno´menos propios de diferentes campos de conocimiento. En relacio´n a estas destrezas,
Niss (1999) sen˜alo´ que no hay una transferencia automa´tica del conocimiento matema´tico hacia
la capacidad de resolver problemas no rutinarios, por lo que la modelizacio´n debe ser objeto de
estudio no solo para los docentes, sino tambie´n para los investigadores (Garc´ıa et al., 2006). A
pesar de que la investigacio´n no posee una nocio´n homoge´nea, hay caracter´ısticas que permiten
describir a grandes rasgos co´mo se entiende la modelizacio´n en educacio´n matema´tica en torno
a su naturaleza y a su finalidad.
En cuanto a su naturaleza, la modelizacio´n es una actividad escolar de cara´cter procesual.
En este sentido, autores como Freudenthal (1973) en el contexto de la Educacio´n Matema´ti-
ca Realista, identificaron las matema´ticas escolares como una actividad humana que no se
puede desarrollar sin matematizacio´n. En la misma l´ınea, desde la perspectiva de la Teor´ıa
Antropolo´gica de lo Dida´ctico, Chevallard, Bosch y Gasco´n (1997) identificaron gran parte
del conocimiento matema´tico como una actividad de modelizacio´n y enfatizaron que el conoci-
miento matema´tico es una actividad humana y, como parte de las matema´ticas, la modelizacio´n
tambie´n lo es. Esta actividad, adema´s, esta´ asociada a un proceso de trabajo que se estruc-
tura en diferentes tipos de actividades. Bajo esta perspectiva se pueden establecer esquemas
teo´ricos basados en la descripcio´n de dichas actividades. Es el caso de Blum y Leiß (2007) y
Borromeo-Ferri (2006), que propusieron ciclos de modelizacio´n, es decir, esquemas donde el
proceso de modelizacio´n se desarrolla a trave´s de una secuencia de acciones idealmente c´ıclica
que se realizan para abordar una situacio´n problema´tica. Del mismo modo, A¨rleba¨ck (2009)
propuso el Diagrama de la Actividad de Modelizacio´n, basado en los grafos de resolucio´n de
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problemas de Schoenfeld (1985), que se centra en la secuencia temporal (esta vez no c´ıclica) de
las tareas que se llevan a cabo para abordar problemas de estimacio´n de grandes cantidades.
Pueden verse ejemplos de otros planteamientos similares en Kaiser (2014).
En cuanto a su finalidad, la modelizacio´n se lleva a cabo para crear modelos que permitan
obtener informacio´n sobre cierto sistema y as´ı desarrollar determinadas habilidades en los es-
tudiantes. En efecto, el proceso de modelizacio´n busca obtener un producto final del proceso
(Sriraman, 2006), que constituye un modelo. Este debe introducir un cambio de lenguaje entre
el mundo real y las matema´ticas (Blum y Borromeo-Ferri, 2009; Niss, 2012) o entre diferentes
descripciones matema´ticas (Garc´ıa et al., 2006) y se basa en ciertas representaciones para ex-
presar la conexio´n entre los diferentes elementos del sistema real y su matematizacio´n (Lesh
y Hairel, 2003; Montejo-Ga´mez y Ferna´ndez-Ahumada, 2019). Esta conexio´n es necesaria para
generar conocimiento sobre un sistema de intere´s (Chevallard, 1989). Los escolares trabajan
sobre las conexiones y el modelo, desarrollando as´ı determinadas destrezas espec´ıficas. A este
respecto, Blomhøj y Højgaard (2003) definieron la competencia de modelizacio´n matema´tica
como aquella que permite al individuo llevar a cabo el proceso de modelizacio´n completo, idea
que fue desarrollada por Niss y Højgaard (2011), incluye´ndola dentro del proyecto KOM co-
mo una competencia matema´tica que debe desarrollarse en la etapa escolar y, como sen˜alaron
Garc´ıa et al. (2006), tiene un valor dida´ctico doble: por una parte se pueden proponer tareas
de modelizacio´n para trabajar las destrezas espec´ıficas de modelizacio´n, mientras que por otra
se pueden aprovechar situaciones de modelizacio´n como una herramienta para la comprensio´n
de otros contenidos matema´ticos.
La integracio´n de estas caracter´ısticas destacadas permite entender la modelizacio´n en edu-
cacio´n matema´tica como “la actividad que involucra el desarrollo de ciertas destrezas, surge a
partir de una cuestio´n sobre cierto sistema y se desarrolla mediante el proceso de disen˜o, aplica-
cio´n y evaluacio´n de modelos que permiten utilizar las matema´ticas para construir conocimiento
acerca del sistema”(Montejo-Ga´mez y Ferna´ndez-Ahumada, 2019, p. 2). Esta definicio´n permi-
tio´ abordar la investigacio´n que se presenta en este trabajo, cuya estructura es la siguiente:
a lo largo de esta primera seccio´n se exponen algunos beneficios del desarrollo de destrezas
de modelizacio´n para la formacio´n inicial del profesorado de matema´ticas. A continuacio´n se
describen investigaciones precedentes en este contexto, que apuntan hacia la necesidad de tra-
bajar situaciones asociadas a medida con los futuros profesores. Esos resultados generan los
objetivos espec´ıficos que se describen en la seccio´n 2. A continuacio´n se detalla la metodolog´ıa
(seccio´n 3), en la que se incluye la definicio´n de modelo matema´tico empleada en este estudio,
y se exponen los resultados (seccio´n 4), los cuales se discuten en la seccio´n 5, donde tambie´n se
extraen conclusiones de la investigacio´n llevada a cabo.
1.1. Modelizacio´n matema´tica en la formacio´n del profesorado
Son numerosos los autores que han enfatizado los beneficios de trabajar la modelizacio´n a
diferentes niveles educativos. De forma general, Niss (2003) destaco´ la relacio´n entre la mode-
lizacio´n y destrezas espec´ıficas asociadas a procesos, mientras que Gallart, Ferrando y Garc´ıa-
Raffi (2014) encontraron mejoras en el nivel de competencia matema´tica PISA de alumnos de
secundaria que trabajaron con tareas de modelizacio´n abiertas. De forma espec´ıfica, la litera-
tura tambie´n apoya la idoneidad del empleo de actividades de modelizacio´n para desarrollar
capacidades asociadas a la resolucio´n de problemas presentados en contexto (Niss y Højgaard,
2011) y las conexiones (Montoya Delgadillo et al., 2017). En esta l´ınea, Stacey (2015) sen˜alo´
que adquirir las capacidades que permiten al individuo conectar las matema´ticas con el mundo
real constituye uno de los objetivos ma´s importantes para el desarrollo matema´tico de los ciu-
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dadanos. Por su parte, De Lange (2003) incidio´ en que el trabajo con tareas de modelizacio´n
promueve el compromiso de los estudiantes con la comprensio´n y la aplicacio´n de los contenidos
matema´ticos escolares. En la misma l´ınea, Gravemeijer y Doorman (1999) destacaron la impor-
tancia de la modelizacio´n no solo para estimular las conexiones, la resolucio´n de problemas y
estimular la motivacio´n del alumnado, sino tambie´n para la comprensio´n de feno´menos propios
de otras disciplinas cient´ıficas, te´cnicas o de ciencias sociales.
En el contexto de formacio´n de profesorado, la importancia del trabajo con tareas de modeli-
zacio´n es especialmente significativa en tres sentidos. En primer lugar, fortalece el conocimiento
de los contenidos matema´ticos. A este respecto, Mathews y Redd (2007) afirmaron que la mode-
lizacio´n permite a los profesores en formacio´n aplicar conceptos y procedimientos matema´ticos
a trave´s del abordaje de situaciones presentadas en contexto y la formacio´n inicial es el momen-
to adecuado para plantearles este tipo de situaciones (Colwell y Enderson, 2016). En segundo
lugar, supone un apoyo metodolo´gico para los futuros profesores. En efecto, Doerr (2007) enfa-
tizo´ que los profesores de matema´ticas en formacio´n necesitan experiencias sobre modelizacio´n,
ya que estas les proporcionan un conjunto de contextos y herramientas para la ensen˜anza que
no solo potencian su reflexio´n sobre el significado de los conceptos matema´ticos sino que cons-
tituyen ejemplos pra´cticos que posteriormente ellos mismos pueden utilizar como docentes. En
tercer lugar, la modelizacio´n estimula el pensamiento cr´ıtico y la reflexio´n sobre la importancia
de las matema´ticas (Kaiser et al., 2006). Adema´s, debe destacarse que habituar a los futuros
profesores a este tipo de actividades contribuye a mejorar su predisposicio´n a implementarlas
en el aula. En este sentido, Burkhardt (2004) apunto´ hacia un posible rechazo del profesorado
a implementar experiencias de modelizacio´n, debido a que la ensen˜anza se vuelve ma´s abierta
y menos predecible. Por su parte, Cabassut y Ferrando (2017) encontraron relacio´n entre la ac-
titud hacia la ensen˜anza de la modelizacio´n y la confianza del profesorado en su labor docente.
En consecuencia, un contacto adecuado en el periodo de formacio´n inicial puede contribuir a
que los futuros profesores y maestros valoren y apliquen todos los beneficios expuestos.
Las ventajas que presenta la modelizacio´n en la formacio´n de profesorado da lugar a algunas
investigaciones emp´ıricas que han explorado el alcance del conocimiento matema´tico activado
por futuros profesores en situaciones de modelizacio´n. Desde el punto de vista del conocimiento
del profesor, Huincahue Arcos, Borromeo-Ferri y Mena-Lorca (2018) exploraron las reflexiones
de profesores de matema´ticas en formacio´n inicial que participaron en un curso de modelizacio´n
para conocer la influencia del curso en el conocimiento especializado de los futuros profesores.
Desde el punto de vista del proceso de modelizacio´n, se ha observado la importancia de la
validacio´n de los modelos producidos. Este es el caso de Gallart et al. (2014), que analizaron
las transiciones entre las diferentes fases del ciclo de Blum y Leiß (2007) al resolver ı´tems li-
berados de PISA. De forma ana´loga, Bukova-Gu¨zel (2011) examino´ en que´ medida profesores
en formacio´n inicial implementaban el ciclo de modelizacio´n al resolver los problemas que ellos
mismos propusieron, observando dificultades en la validacio´n, y tambie´n en la interpretacio´n
de los modelos propuestos. Hıdırogˇlu, Dede, Kula-U¨nver y Bukova-Gu¨zel (2017) analizaron las
soluciones que estudiantes para profesores de secundaria daban en una situacio´n de medida (El
problema de las alfombras de Es¸me, ve´ase Hıdırogˇlu et al., 2017), encontrando dificultades en
las fases del ciclo que comienzan con la matematizacio´n. En esta investigacio´n las dificulta-
des en el proceso de modelizacio´n guardaban relacio´n con conocimientos asociados al uso de
las unidades de medida y al a´rea. Similares resultados fueron obtenidos por Montejo-Ga´mez,
Ferna´ndez-Ahumada, Jime´nez-Fanjul, Adamuz-Povedano y Leo´n-Mantero (2017), que consta-
taron la necesidad de reforzar el trabajo con unidades de medida en tareas de modelizacio´n
asociadas a pensamiento visual con maestros de educacio´n primaria en formacio´n inicial. Con-
cretamente, se observo´ dependencia del uso de fo´rmulas y confusiones a la hora de utilizar
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unidades de medida diferentes a las del sistema me´trico y en situaciones donde se mezclan
ideas de longitud y de a´rea. Las investigaciones antecedentes que se han sen˜alado plantean
interrogantes sobre el tipo de conocimiento que se activa para modelizar situaciones de medida
y de que´ forma el profesorado activa dicho conocimiento para producir y validar modelos en
dichas situaciones. Estas cuestiones centran el foco del estudio que se presenta.
2. Objetivos
Esta investigacio´n explora las caracter´ısticas de los modelos que diferentes profesores en
formacio´n inicial desarrollan ante una situacio´n contextualizada que involucra medida, as´ı como
la capacidad para validarlos y los conocimientos sobre medicio´n que activan para responder a
cuestiones abiertas. Espec´ıficamente, se busca:
O1: Conocer los modelos que desarrollan profesores en formacio´n inicial en situaciones con-
textualizadas de medida, prestando atencio´n espec´ıfica a la validacio´n de los mismos.
O2: Comprender co´mo los estudiantes para profesores ponen en juego las nociones asociadas
a la medida para producir y validar los modelos generados.
3. Metodolog´ıa
Para alcanzar los objetivos arriba indicados, y desde la perspectiva de modelizacio´n como
una herramienta para la adquisicio´n de otros conceptos (Garc´ıa et al., 2006), se hizo uso de una
tarea disen˜ada siguiendo los principios de la matema´tica realista (Van den Heuvel-Panhuizen y
Drijvers, 2014) y de las Modelling Elicit Activities (Lesh et al., 2000). Dicha tarea (Figura 1)
planteaba una situacio´n en el contexto realista de un aula escolar, que pod´ıa ser abordada desde
distintos enfoques y con la que se pretend´ıa trabajar representaciones picto´ricas a escala y uso
integrado de diferentes unidades de medida, as´ı como la elaboracio´n de justificaciones razonadas
del enfoque elegido y la descripcio´n de un me´todo u´til para un aula gene´rica. La tarea se planteo´
a un total de 25 docentes en formacio´n inicial, de los cuales 13 eran estudiantes de primero
del grado en educacio´n primaria y 12 cursaban el ma´ster de formacio´n del profesorado. Todos
ellos trabajaron en la resolucio´n de la tarea de forma grupal. Se constituyeron tres grupos con
miembros del grado en educacio´n primaria y cuatro con componentes del ma´ster en formacio´n
del profesorado.
Se llevo´ a cabo un proceso de recogida de informacio´n con el que se obtuvieron 7 registros
escritos con las soluciones proporcionadas por los participantes. No hubo interacciones entre
los diferentes grupos.
3.1. Definicio´n de modelo y estrategia anal´ıtica
Para abordar el objetivo 1 y caracterizar los modelos analizados, se hizo uso de la defini-
cio´n de modelo propuesta por Montejo-Ga´mez y Ferna´ndez-Ahumada (2019). Dicha definicio´n
trata de aunar las siguientes caracter´ısticas: (i) estructura conjuntista que permite establecer
focos de atencio´n para la investigacio´n educativa; (ii) independencia de un problema concreto;
(iii) inclusio´n de una estructura matema´tica y (iv) toma en consideracio´n de los sistemas de
representacio´n empleados. Una integracio´n adecuada de estos elementos permite proporcionar
la siguiente definicio´n de modelo para la investigacio´n en educacio´n matema´tica:
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Figura 1: Tarea utilizada en el presente estudio.
Un modelo matema´tico es una terna (S, M, R), donde:
• S es el sistema sobre el que se quiere obtener conocimiento. Se compone de los objetos del
sistema, sus propiedades y las relaciones entre objetos y propiedades.
• M es la matematizacio´n (conceptual) del sistema, es decir, la coleccio´n de conceptos y
propiedades matema´ticas que abstraen la informacio´n relevante de los elementos de S junto
con la coleccio´n de relaciones que se aplican para extraer conocimiento matema´tico a partir de
dichos elementos.
• R es la representacio´n matema´tica del sistema, es decir, el conjunto de descripciones
expl´ıcitas de los elementos de M que permiten trabajar matema´ticamente con ellos y extraer
conocimiento acerca del sistema.
Esta definicio´n se articula en torno a tres componentes indisolubles que presentan diferentes
niveles de abstraccio´n: S es real (tanto como el contexto en el que se encuadra el sistema), R
es observable y es, por tanto, la v´ıa natural para describir y trabajar con el modelo y M es
puramente conceptual, por lo que es inaccesible y dif´ıcilmente evidenciable. La caracter´ıstica
principal de esta definicio´n es su operatividad, ya que permite establecer categor´ıas para el
ana´lisis de modelos matema´ticos producidos en contextos educativos. Con el fin de proporcio-
nar una visio´n completa de la aportacio´n del creador del modelo, se propone descomponer el
ana´lisis de la terna (S,M,R) en el estudio de los elementos recibidos y los aportados por el
desarrollador del modelo. La parte recibida esta´ constituida por la informacio´n que este recibe
de forma expl´ıcita (el enunciado de una tarea, por ejemplo). Los elementos aportados son todos
aquellos objetos o hipo´tesis sobre S, conceptos o relaciones de M subyacentes al mismo o re-
presentaciones novedosas que el creador introduce en R para producir conocimiento a trave´s de
trabajo matema´tico. En este sentido, es de especial intere´s precisar dos subcategor´ıas dentro de
la matematizacio´n aportada: (i) las premisas, que son afirmaciones matema´ticas cuya veracidad
no queda justificada por el desarrollador y que se utilizan expl´ıcitamente o subyacen a lo que se
describe en R, y (ii) las deducciones, que son aquellas afirmaciones cuya veracidad se justifica
expresamente.
Obse´rvese que estas subcategor´ıas no son exhaustivas, ya que se pueden encontrar elemen-
tos aportados de matematizacio´n que no sean premisas ni deducciones. Las concreciones hechas
previamente dan lugar a seis categor´ıas de ana´lisis (una de las cuales contiene dos subcategor´ıas
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destacadas) que dan cuenta de los elementos que caracterizan el modelo matema´tico a estudiar.
Estas categor´ıas inducen una primera etapa de descripcio´n de la parte recibida para un poste-
rior ana´lisis de los elementos aportados. Adema´s, dentro del ana´lisis de cada parte surge una
estrategia natural S-R-M, de manera que el investigador puede obtener informacio´n completa
sobre el modelo a trave´s de tres acciones: en primer lugar (i) prestar atencio´n a los elemen-
tos del sistema involucrados para despue´s (ii) centrarse en las representaciones y por u´ltimo
(iii) describir la matematizacio´n conceptual del sistema. Esta secuencia de ana´lisis propuesta
contrasta con la disposicio´n de las componentes (S, M, R) en la definicio´n. Se opto´ por esta
u´ltima ordenacio´n ya que evoca el proceso mental ideal de construccio´n de un modelo y, por
tanto, permite describir las componentes del modelo siguiendo dicho proceso. El seguimiento
de dicho proceso mental asocia a esta definicio´n una hipote´tica secuencia de acciones (de con-
ceptualizacio´n y posterior representacio´n) que conducir´ıan a la construccio´n del modelo, lo que
deja de manifiesto la conexio´n entre las caracter´ısticas procesual y de cambio de lenguaje de la
modelizacio´n. La Figura 2 representa los tres componentes de un modelo matema´tico dentro
de la idea utilizada, incluyendo la distincio´n entre la descripcio´n de la parte recibida (r) y el
ana´lisis de los elementos aportados (c).
Figura 2: Definicio´n de modelo utilizada en el estudio (Fuente: Montejo-Ga´mez y Ferna´ndez-Ahumada, 2019).
La descripcio´n a partir de la terna (S,M,R) permitio´ hacer un ana´lisis completo de cada uno
de los modelos estudiados, accio´n que constituyo´ el primer paso de la estrategia empleada y que
se ilustra en la siguiente seccio´n. Para responder a los objetivos planteados se categorizaron los
modelos atendiendo a cuatro criterios: i) la geometr´ıa de las ludotecas propuestas, ii) el tipo de
unidad de medida ba´sico que se empleo´ en la formulacio´n final de los modelos, iii) el rol del uso
de fo´rmulas para hacer ca´lculos de a´reas y per´ımetros y iv) las acciones llevadas a cabo para
validar los modelos propuestos.
4. Resultados
4.1. Ejemplo de ana´lisis de un modelo
Para ilustrar la informacio´n que surgio´ al aplicar la definicio´n de modelo detallada previa-
mente, se presenta a continuacio´n un ejemplo completo de ana´lisis basado en las categor´ıas S,
M y R (Figura 3) . Los participantes que conformaron el grupo cuyo modelo se analiza fueron
dos alumnas y un alumno del ma´ster de formacio´n del profesorado de secundaria.
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Figura 3: Ana´lisis completo del modelo producido por uno de los grupos participantes.
En el ejemplo analizado se comenzo´ por el estudio de los elementos aportados al sistema S
(Figura 3). En este caso, el grupo no aporto´ objetos ni hipo´tesis adicionales a S para generar el
modelo. Sin embargo, el conocimiento que aportan sobre el sistema, la forma de colocar la valla,
va ma´s alla´ de la cuestio´n planteada, ya que proporciona una regla para optimizar el uso de la
misma (ve´ase K en S contribuido). La descripcio´n de R confirma, mediante la representacio´n
picto´rica, la idea ba´sica del modelo, que consistio´ en aprovechar las paredes del aula y las
propiedades del c´ırculo para optimizar la cantidad de valla necesaria para rodear un a´rea fijada
(en este caso, la cuarta parte del a´rea del aula). El grupo tambie´n utilizo´ representaciones
simbo´licas para expresar las a´reas y longitudes utilizadas en el modelo. En este sentido, la
notacio´n empleada no es completamente simbo´lica, ya que no es uniforme. Concretamente,
utilizan un dibujo de un cuadrado para expresar el a´rea de la cuadr´ıcula, pero escriben “sector
circular de a´ngulo 90o”para expresar el a´rea de su propuesta de ludoteca. Adema´s, emplean
las letras “l” y “r”sin un significado expl´ıcito. De igual modo, cabe destacar la abundancia
de razonamientos verbales que desarrollan lo representado de forma simbo´lica y picto´rica. La
matematizacio´n (M) del sistema incluyo´ un sector circular recto para modelizar la ludoteca. Se
puede conjeturar, en virtud de los elementos de S y R, que los miembros del grupo aplicaron
la desigualdad isoperime´trica para utilizar esta figura plana. En cuanto al conocimiento sobre
medida puesto en juego, este grupo evidencia haber trabajado con una unidad de medida
asociada al problema concreto (la cuadr´ıcula), como se observa en la igualdad donde se obtiene
el a´rea de la ludoteca (ve´anse las deducciones en M contribuido). Por otra parte, este grupo
hizo un uso adecuado de las fo´rmulas usuales de las a´reas y per´ımetros u´tiles para dar respuesta
a la situacio´n planteada. Finalmente, respecto a la validacio´n del modelo, el grupo la completo´
a trave´s de dos acciones complementarias: por una parte, se constato´ que el radio obtenido
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para el sector circular era menor que el ancho del aula mientras que, por otra parte, se calculo´
la longitud del per´ımetro del sector circular para verificar que no superaba los diez metros de
valla disponibles.
4.2. Respuesta a los objetivos de la investigacio´n
La Figura 4 describe la categorizacio´n hecha para describir los modelos producidos a partir
de la geometr´ıa de las ludotecas, el tipo de unidad de medida empleado, el rol de las fo´rmulas
para calcular a´reas y per´ımetros y las acciones de validacio´n llevadas a cabo.
Figura 4: Descripcio´n de los modelos producidos segu´n geometr´ıa de las ludotecas, tipo de unidad de medida
ba´sica empleada, rol de las fo´rmulas y acciones de validacio´n utilizadas.
Los modelos de la Figura 4 muestran diferentes niveles de complejidad para abordar situa-
ciones de medida: el modelo A fue el ma´s cercano al contexto del problema y fue surgiendo
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mediante un proceso de ensayo y error. Por su parte, los modelos B y C incluyeron formulacio´n
algebraica permitiendo conjeturar mayor nivel de generalidad. En este sentido, el modelo C es
ma´s general, ya que esta´ liberado de la premisa de que la ludoteca debe ser un cuadrado. No
obstante, se observo´ que este mayor nivel de abstraccio´n conllevo´ distanciamiento del problema
original. Por una parte, el modelo C depende de dos inco´gnitas, lo que obligo´ a plantear un
sistema de ecuaciones para calcular las dimensiones de la ludoteca y as´ı obtener una u´nica solu-
cio´n (que consume toda la valla disponible). Por otra parte, el uso de un sistema de ecuaciones
perjudico´ la validacio´n de uno de los grupos que lo puso en juego, ya que este grupo no com-
probo´ que se cumpliera la condicio´n sobre la cuarta parte del aula. Por u´ltimo, el modelo D es
el ma´s sofisticado, ya que incluye la intencio´n de optimalidad en el gasto de valla (se aproxima a
la resolucio´n de un problema de optimizacio´n). Los modelos A y B fueron utilizados por un solo
grupo, el primero por estudiantes del grado en educacio´n primaria y el segundo por estudiantes
del ma´ster de profesorado. El modelo C fue empleado en tres ocasiones, por un grupo de ma´ster
y por dos grupos de educacio´n primaria. El modelo D fue la opcio´n de dos grupos, ambos de
alumnado de ma´ster.
Para describir co´mo se pusieron en juego las nociones asociadas a la medida en el desarrollo
y validacio´n de los modelos, se observo´ que, de forma generalizada, la unidad de medida ba´sica
utilizada para la formulacio´n de cada modelo fue de m o m2. Esta situacio´n condujo en la
mayor´ıa de los casos al desarrollo de ca´lculos con nu´meros decimales, lo que puso de manifiesto
que en l´ıneas generales, el a´rea fue concebida como el resultado de una fo´rmula y no se recogieron
evidencias de que se le concediera significado a esta nocio´n dentro de la situacio´n planteada. Un
ejemplo de esta concepcio´n de a´rea se puso de manifiesto en uno de los grupos que calculo´ el
a´rea de la cuarta parte del aula utilizando la informacio´n de la escala gra´fica y posteriormente
la dividio´ entre el lado de la cuadr´ıcula, en lugar de dividirla entre su a´rea, para hallar el
nu´mero de“baldosas”que deb´ıa rodear la valla. No obstante, se encontraron tambie´n dos casos
en los que se utilizo´ la cuadr´ıcula como unidad efectiva de medida, como se ilustro´ en el ejemplo
analizado (ve´ase en la Figura 3 el apartado de M contribuido, deducciones) pero los tres grupos
del grado de educacio´n primaria evidenciaron la tendencia a identificar a´reas con fo´rmulas.
5. Discusio´n y conclusiones
Se ha presentado un estudio en el que se indaga el tipo de modelo que futuros profesores de
matema´ticas desarrollan al abordar situaciones de medida y geometr´ıa planteadas en un contex-
to real. Se observo´ riqueza de planteamientos pero necesidad de trabajar en mayor profundidad
el significado de las unidades de medida en formacio´n inicial del profesorado, especialmente de
educacio´n primaria.
En relacio´n a los modelos analizados y la validacio´n de los mismos, los resultados mostraron
diversidad de geometr´ıas. En efecto, el ana´lisis de M mostro´ hasta 4 tipos de figuras geome´tri-
cas para modelizar la propuesta de ludoteca. Los futuros profesores de educacio´n secundaria
mostraron algo ma´s de profundidad al poner en juego (de forma impl´ıcita) relaciones como
la desigualdad isoperime´trica. Respecto a las representaciones usadas, se observo´ abundancia
de razonamiento verbal, que pudo verse potenciado por la cuestio´n planteada en el enuncia-
do. De igual forma, los resultados constataron conciencia generalizada en los participantes del
estudio sobre la necesidad de validar los modelos creados. De hecho, seis de los siete grupos
participantes validaron adecuadamente sus propuestas, resultados que contrastan con los de
Bukova-Gu¨zel (2011), que observo´ dificultades en la validacio´n de propuestas por parte de los
participantes en su investigacio´n. En este estudio, el u´nico grupo que no valido´ la condicio´n
sobre el a´rea, presento´ una propuesta no va´lida, lo cual viene a apoyar la importancia de la
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validacio´n, de acuerdo a lo obtenido por Gallart et al. (2014). Adema´s, este grupo planteo´ un
sistema de ecuaciones aleja´ndose del contexto de la situacio´n planteada. Se conjetura en este
sentido que la cercan´ıa al contexto con la que los participantes trabajaron propicio´ que vieran
la necesidad de validar los modelos desarrollados.
Respecto al conocimiento sobre medida que se puso en juego, dos de los grupos evidenciaron
haber usado la cuadr´ıcula como unidad de medida natural en la situacio´n planteada. Adicio-
nalmente, se observo´ un uso generalizado de fo´rmulas para calcular a´reas y, salvo en un caso,
no se evidenciaron concepciones de medida liberadas del uso de las mismas. Dada la naturaleza
de la tarea y la informacio´n dada (parte recibida en la figura 3), se ven indicios de la necesidad
de trabajar conceptos de medida para llegar ma´s alla´ de las fo´rmulas. Esta misma conclu-
sio´n se extrae de los hallazgos de investigaciones similares como las de Hıdırogˇlu et. al (2017)
y de Montejo-Ga´mez et al. (2017), donde se sen˜alo´ la necesidad de trabajar con situaciones
geome´tricas y de medida en la formacio´n del profesorado. Adema´s, el ana´lisis realizado permi-
tio´ entrever la influencia de las representaciones recibidas (ve´ase Figura 3, izquierda) sobre los
modelos propuestos.
En s´ıntesis, el estudio llevado a cabo sugiere que los futuros profesores de matema´ticas
son capaces de desarrollar modelos adecuados en situaciones abiertas de medida, aunque debe
potenciarse la reflexio´n sobre el significado de conceptos como a´rea y per´ımetro, principalmente
en el grado de educacio´n primaria. Adema´s, se intuye que la necesidad de validar un modelo
esta´ relacionada con la concrecio´n del mismo (cercan´ıa con el contexto en el que se plantea la
situacio´n de partida), de forma que desarrollar modelos ma´s abstractos puede generar pe´rdida
de conexio´n con la situacio´n real y, en consecuencia, difuminar la necesidad de validacio´n. En
este sentido, se conjetura que la forma en la que se plantee la cuestio´n determina el tipo de
acciones y de modelos que se obtienen ante situaciones ide´nticas. Este hecho, junto con la
mencionada influencia de las representaciones recibidas por el creador de un modelo, apunta a
la importancia del disen˜o de la tarea sobre los resultados de los trabajos emp´ıricos relacionados
con modelizacio´n y medida.
La investigacio´n desarrollada presenta algunas limitaciones que deben discutirse. Por un la-
do, debe mencionarse la baja validez externa del ana´lisis, ya que las conclusiones se basan en
solo 7 producciones. Por ello, ser´ıa interesante estudiar los resultados al plantear la tarea a un
mayor nu´mero de futuros maestros de primaria y profesores de secundaria, para observar la
variacio´n tanto en planteamiento como en contenido y errores en los conceptos y as´ı contrastar
los resultados obtenidos. Como se desprende del pa´rrafo anterior, una limitacio´n inherente a
este trabajo es la dependencia de los resultados obtenidos y las conclusiones del mismo respecto
de la situacio´n planteada. Por ejemplo, las dificultades relacionadas con la medida que se han
observado no podr´ıan quedar de manifiesto ante tareas procedimentales o fuera de contexto.
En este sentido, es necesario destacar que la correcta ejecucio´n de dicho tipo de tareas tampoco
proporcionar´ıa evidencias de activacio´n de las destrezas matema´ticas observadas: en primer
lugar, la modelizacio´n es en s´ı misma una actividad compleja que depende del contexto y el
sentido que tendr´ıa estudiarla de forma aislada tendr´ıa que precisarse. En segundo lugar, las
concepciones limitadas de las nociones de medida que se han observado esta´n asociadas a la
carencia de significado de estas nociones dentro de una situacio´n real, por lo que no se podr´ıan
observar fuera de contexto. Por tanto, la investigacio´n en modelizacio´n y medida debe asumir
esta dependencia y controlar las variables de tarea necesarias para desarrollar estudios emp´ıri-
cos, lo cual constituye un desaf´ıo que debe ser objeto de ana´lisis en futuras investigaciones. A la
luz de los resultados obtenidos en este trabajo, surgen diferentes interrogantes que es interesante
abordar en futuros trabajos: ¿co´mo var´ıan los modelos obtenidos al hacer modificaciones en la
situacio´n que se plantea? (eliminacio´n de la cuadr´ıcula; alteracio´n de la geometr´ıa de las aulas;
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descripcio´n verbal de las mismas sin incluir representaciones picto´ricas; supresio´n de la escala
gra´fica por un dato nume´rico en el texto, una escala gra´fica de a´rea –dar el a´rea del cuadrado
unidad– o quitar el dato de medida real e incluir una escala nume´rica, etc.) ¿Co´mo ofrecer la
informacio´n para observar el uso de unidades asociadas a la situacio´n? ¿Co´mo plantear la situa-
cio´n para potenciar el trabajo cerca del contexto y as´ı estimular la validacio´n? Las categor´ıas
S, M y R de la definicio´n de modelo utilizada son una herramienta para controlar todas estas
variables. Otra limitacio´n que posee el estudio esta´ relacionada con el cara´cter procesual de
la modelizacio´n. El examen de los modelos en s´ı mismo no da cuenta de todo el conocimiento
puesto en juego durante la modelizacio´n, por lo que deben desarrollarse investigaciones que
contemplen el proceso en su conjunto.
Finalmente, es necesario comentar las posibles futuras l´ıneas que surgen de este trabajo.
En primer lugar, se han recogido indicios de que el trabajo cerca del contexto implica mayor
tendencia a validar los modelos producidos. Debe profundizarse a este respecto para conocer
el alcance de esta relacio´n, trabajando con tareas en las que el trabajo matema´tico este´ en
mayor o menor medida separado del contexto. Por u´ltimo, las dificultades que han mostrado
los futuros profesores para dar significado al a´rea en una tarea presentada en contexto invita a
profundizar en los significados que dan los profesores de matema´ticas en formacio´n inicial a este
y otros conceptos de medida. Este tipo de estudios en situaciones de modelizacio´n contribuir´ıan
a dar informacio´n de utilidad para la formacio´n inicial del profesorado. Por u´ltimo, es necesario
ahondar en la fiabilidad de los resultados que proporciona la definicio´n de modelo matema´tico
bajo la que se ha trabajado. En este sentido, se propone plantear un estudio comparado del
ana´lisis que surge de la definicio´n de modelo utilizada en este trabajo y el que se obtiene a
partir de otras definiciones presentes en la literatura. Se abordara´ esta cuestio´n en futuras
investigaciones.
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